ELPODER DE LA GEOMETRIA ANALITICA

francisco Bellot Rosado

L. Introduccié

En general, a I’Olimpiada Internacional no se solen proposar problemes de Geometria
Analftica en el sentit més estricte; fins i tot es procura que els que proposen de Geometria
10 tinguin una solucié analitica facilment visible. De fet, des de 1959 fins 1987, només
fuatre problemes (que s’inclouen al final sense soluci6) eren susceptibles d’aquest trac-
lament. Perd, malgrat tot, i des de 1988, tal com veurem als exemples segiients, forca
"egades I'eleccié adequada d’un sistema de referéncia permet resoldre, amb un bagatge
®ric minim, problemes que resolts sinteticament exigeixen un gran nombre de resultats
thssics, absolutament desconeguts per bona part dels nostres estudiants (i tal vegada,
‘ambé, de bastants professors).

Problema 1. (mim. 5, IMO 1988, proposat per Grécia.) ABC és un triangle rectangle
WA,iDésel peu de 'altura des de A. La recta que uneix els incentres dels triangles

ABD | ACD talla AB en K i AC en L. Si S és l'area de ABC, i T la de AKL,
demostrey que S > 27,

Solucig 1. Posem I'origen de coordenades en A, i suposem que B(c,0), C(0,b). L’equacié
% BC ¢ bz +cy = be, i la de AD és by = cz. Tenim en compte que a? = b% + ¢2, es
“eulen sense dificultat les coordenades dels incentres de ABD i ACD

ch(a+b) c?b )

ala+b+c) ala+b+c)
bie be(a + c) )

ala+b+c) ala+b+c)

Incentre de ABD : Ol(

Incentre de ACD : 02(
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A U N K B
que podem escriure-les més reduides utilitzant 2p =a + b+ ¢,

cb(a+b) c*b
o,(Haxd) oy
2ap ' 2ap
b%c be(a+c
0, (— bl bic) )).
2ap 2ap
L’equaci6 de la recta que passa per 010, és 2apy — ¢?b = cb(a + b) — 2apz i calculant-né
les interseccions amb els eixos de coordenades, s’obté

K29 1d)

Per tant, el triangle AKL és isdsceles (aquest és un resultat que va donar molts maldecal?ﬁ
a més d’un concursant que en va voler donar una justificacié per la via de la geometra
sintética).
Llavors, les arees de AKL i de ABC sén, respectivament,
1b2¢? 1
= §= Ebc.
Hem de demostrar que

abcz?ﬁa > 2bc<=1b +0222bc
1, aquesta darrera desigualtat evidentment és certa.

2 tres
Soluci6 2. Anomenem 7 i r, els radis de les dues circumferéncies del problema, de cen

f ient
respectius O, i O,. Com que es pretén comparar les arees de AKL i ABC, fora conven!

454



F. Bellot Rosado

expressar les longituds de AK i AL en funcié de certs elements del triangle ABC. Amb
¢l mateix sistema de referéncia de la solucié anterior, anomenem h = AD.

La primera coordenada de O; és, evidentment, r; i la segona de Oy és r;. D’acord amb
les notacions de la figura 1, es veu immediatament que la segona coordenada de O; és
AE = AF = h — r; i que la primera de O és, per la mateixa radé, h — rp. Aixi doncs,

O:1(r1,h —11), Oz(h = r2,72).

Aleshores el pendent de la recta 0,0, és

B rg— (h—11) -1
h—=19—1

ber tant els triangles O, NK i O;EL sén isosceles i

AK=h—ra+1r2=h
AL=h—-r1+1r1=h

VAKL és isdsceles, K (h,0) i L(0,h).
Perd de 1a semblanca entre els triangles ACD i ABC deduim que

5 " h CD ch
_=—=—=',vh=—,
R b

12 partir d’aquf es continua com a la solucié 1.

Problema 2, (nim. 1, IMO 1988, proposat per Luxemburg.) Es consideren dues circum-
frtncies coplanaries i concéntriques, de radis R i r (R > r). Sigui P un punt fix de la
firtumferancia petita i B un punt variable de la gran. La recta BP talla un altre cop la
treumferéncia gran en C. La perpendicular [ a BP per P torna a tallar la circumferéncia
Mita en A (si és tangent a la circumferéncia en P, llavors A = P).

¢ Calculey ¢] conjunt de valors de BC? + CA? + AB2.

b Calouleu el lloc geomatric del punt mitja de AB.

Slucig Escollim un sistema de referéncia amb origen en el centre de les dues circum-
incies, e manera que

B(x:!:y)a P(xhy): C("zhy)| A(zl,—y).
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c//*’} 5
Bl e

M

R
T
| _“A
Llavors tenim
B+y’=r’  zn+y’=FR,

i la suma buscada val
BC? + CA® + AB? =4z} + [(z1 - 22)* + 4°] + [(z1 +22)* + 4] =
= 223 + 623 + 2y* + 6y® = 2r® + 6R?,
" que és independent de la posicié de B; per tant, 'inic valor que pren la suma en qestid
és 2r? + 6R2.
Sigui M lorigen i F el punt mitja de PM. Llavors, F(“‘"—‘ 2) i el punt mitja @ ¢

240
ABté coordenades @ (Il ;Ig ? 0) .

Aleshores es té que ; y

2

or- 8- (3.

la qual cosa ens diu que el punt mitja de AB pertany a la circumferéncia de radi /%
amb centre en el punt mitja de PM.

Considerant els casos en que M, A i B estan alineats es veu que els punts dja-metm]niwt

oposats d’aquesta circumferéncia formen part del conjunt de solucions. Per contimit*

s’obté el semicercle complet, i per simetria, el cercle complet.

Problema 3. (atim. 2, IMO 1994, proposat per Austrlia i Arménia) ABC &%
triangle isosceles, amb AB = AC, que compleix:

a) M és el punt mitja de BC, i O és el punt de la recta AM tal que OB ésp
al segment AB.

erpendictl®”
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b) @ és un punt qualsevol del segment BC, diferent de B ide C.

) E ésalarecta AB i F a AC, de tal manera que E, Q i F sén diferents i estan
dlineats.

Demostreu que OQ és perpendicular a EF si i només si QF = QF.

Solucié. Prenem BC com a eix de les z, amb origen M ; i suposem que

B(-1,0), C(1,0), A(0,a), Q(t,0) amb —1 <t < 1.

S

¥

0.{.-E
=

'

En aquesta referéncia el punt O té coordenades (0, --)
Vequacié de EF és y = m(z —t), i les coordenades de E i F sén

E(a+mt am(1+t)) F(a+mt am(l—t))
m—-a' m—-a /' a+m’' a+m /°
Vequacis de 0Q ¢s

T
?—ay=1,

% que la condicié de perpendicularitat amb EF serd I'anubacié del producte escalar
b seus respectius vectors normals (1,—at) i (m,—1). Es a dir, m + at = 0.

Pe altrg banda, QE = QF significa que Q és el punt mitja de EF, que es tradueix en
S segients igualtats en coordenades

a(m + at) = 0, 2m + 2at = 0,

i
m”‘"“#ﬂ.ambdues equivalen a m + at = 0.
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L’equivaléncia de les dues proposicions és evident.

Problema 4. (mim. 4, IMO 1992, proposat per Franca.) En el pla es consideren, una
circumferéncia <y, una recta s tangent a -, i un punt M de s. Determineu el conjunt dels
punts P del pla que tenen la propietat segiient: Existeixen dos punts @ i R en s, tals
que M és el punt mitja del segment QR i 7 és el cercle inscrit en el triangle PQR.

Solucié. Sigui I el centre de la circumferéncia; escollim el sistema de referéncia: la recta s

com a eix d’abscisses, el punt de tangéncia T" de s i v com a origen i la recta IT com a
eix d’ordenades.

Q =T R
En aquest sistema, I(0,r) és fix; M(m,0) i F(0,2r) també ho sén. Per tant, la recta
IM, que té pendent —r/m, és igualment fixa. L’equaci6 de 7 és

22 492 - 2ry = 0.
Sigui P(u,v) el punt del qual es busca el lloc geométric; si imposem les condicions del

problema i si Q(q,0) i R(p,0), el fet que M hagi de ser el punt mitja de QR es tradueix
en

(1) 2m=p+gq.

L'equaci6 de PQ és vz + (¢ — u)y = gv; i la condicié de tangéncia amb ~ s’escriu
(2) 2rq(g—u) = (g +r)(g—1)v;

analogament, la condici6 de tangéncia de PR amb ~ és

(3) 2rp(p—u) = (p+r7)(p —r)v.
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Per tant, el problema rau a eliminar entre (1), (2) i (3) els parametres variables p i g. Les
igualtats (2) i (3) es poden escriure com

2) %y = ¢*(v — 2r) + 2rqu

(3 rv = p?(v — 2r) + 2rpu
i igualant i simplificant resulta

(¢ +p)(g—p)(v - 2r) = 2ru(p — g),
que tenint present (1) es converteix en
2m(q — p)(v — 2r) = 2ru(p — q);
com que P i Q sén clarament diferents, p # g, i la igualtat anterior és equivalent a
m(v — 2r) = —ru,

que és I'equacié d’una recta que passa pel punt (0, 2r) i té pendent —r/m. Les coordenades
d’un punt variable sobre la recta sén u, v, és a dir, les coordenades de P. En conclusié,
P ha d’estar situat en el semipla determinat per la recta s’, parallela a s que passa per

F i que no conté T'; aixi el lloc geometric demanat és la semirecta d’origen F' parallela a
IM,

Problema 5. (mim.1, IMO 1995, proposar per Bulgaria.) Siguin A, B, C i D quatre
punts diferents sobre una recta, en aquest ordre. Les circumferéncies de diametres AC i
BD es tallen en els punts X i Y. La recta XY talla BC en el punt Z. Sigui P un
punt de la recta XY, diferent de Z. La recta CP talla la circumferéncia de diametre AC
en els punts C' i M, ila recta BP talla la circumferéncia de diametre BD en els punts
B i N. Demostreu que les rectes AM, DN i XY sén concurrents.

Solucié (de Claude Deschamps, cap de la delegacié francesa). Prenguem com a eix
d’abscisses la recta que conté els quatre punts; com a eix d’ordenades la recta XY, 'origen
4 Z, i siguin els quatre punts

A(a,0), B(b,0), C(c,0), D(d,0).
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Es compleix la relacié

ac = bd

II
"3

i

on p és la poténcia de Z respecte de cada una de les dues circumferencies. Llavors I’equaci6
de la circumferéncia de diametre AC és

22 +y’—(a+c)z+p=0.

Sigui P(0,)), amb X # 0. Les equacions parametriques de la recta C'P sén

z=c(l—t)
Vt e R;
y =tA
i les coordenades de M sén
_ M+tac
e il ) R T
¢ + )2 gl ol e e
o a3
d’on 'equacié de AM s’escriu
2
z a c)‘_t;’:‘
y 0 cA$=e|=0.
1= 1 i}

La interseccié d’aquesta recta amb ’eix XY s’obté posant £ = d, d’on resulta y = —ac/A,
és a dir, només depén de p i la concurréncia esta assegurada.
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Problema 6. (nim. 2, IMO 1997, proposat per Anglaterra.) L’angle A és el menor dels
angles del triangle ABC. Els punts B i C divideixen la circumferéncia circumscrita del
triangle en dos arcs. Sigui U un punt interior de I'arc BC' (el que no conté A).

Les mediatrius de AB i AC tallen la recta AU en V i W, respectivament. Les rectes

BV i CW es tallena T.
Demostreu que AU =TB+TC.

Solucié (dels coordinadors del problema, esquematica). Prenem el sistema de referéncia
de tal manera que A(0,1), U(0,-1), O(—a,0), amb o > 0, essent O el centre de la

circumferéncia. L’equacié d’aquesta és 22 + 3% + 2az — 1 = 0.

A
pendent m .
w
0 i
v
B
U

Equacions de les rectes que intervenen en el problema:
OV:y=mz+a,
1
AB:y=——z+1,
m
OW :y=n(z+a),
1
AC:y= -'f-l* + 1.

Coordenades de B : (27”'(1 an) 2am+m )

mi+l ° m?il
2n(l —on) 2an+n%—1
5! :
oordenades de C ( nzz 31 0 n23+1 )
-1 2
Equacié de BV : y = s 23:. =
2 _1) 4 2an?
Equa.ciédeCW:y=z(n 221 =
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Coordenades de T : (:niar’?’ aff:: : f:) ) 3

a(m—n) —mn — 1|
mn+1
] m— +1
Distancia CT : |a( 8t ’
mn+1
Sumant adequadament totes dues distancies i observant que en ser T interior al cercle els
sentits de BT i C'T sén oposats, resulta BT + CT = 2.

Distancia BT :

Problema 7. (mim. 1, IMO 1998, proposat per Luxemburg.) En el quadrilater convex
ABCD, les diagonals AC i BD s6n perpendiculars i els costats oposats AB i CD no sén
parallels. Suposem que P, punt d’intersecci6 de les mediatrius de AB i DC, és interior
- al quadrilater. Demostren que ABCD és ciclic (inscriptible) si i només si ABP i CDP
tenen la mateixa area.

Soluci6 (una de les oficials). Prenem com a referéncia les diagonals perpendiculars; suposem
que

A(—a,0), B(0,b), C(c,0), D(0,—d)

amb a, b, ¢, d estrictament positius. Siguin E i F els punts mitjans de AB i DC,

respectivament, : 4
a c
B(-33)  Fl5-3)

els pendents de les rectes AB i DC sén b/a i d/c, d’on les equacions de les mediatrius
dels segments corresponents sén:

B(0,b)

A(—a,0

)\\

D(0, -d)

C(e,0)
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Mediatriu de AB : 2(az + by) = b* — a2,
Mediatriu de DC : 2(cz + dy) = ¢® — d2.
Llavors, resolent el sistema format per les dues equacions anteriors, obtenim les coorde-

nades del punt d’interseccié P(zq,o),

d(b? - a?) — b(c® — d?)

Ip =

2(ad — be) ;
(e — ) — ot - a?)
s 2(ad — be)

Com que els triangles PBA i PDC tenen la mateixa orientacié, la igualtat d’arees s’escriu
(mitjancant determinants, per exemple)

o Yo 1 g Yo 1
8 b 1= =d I
—-a 0 1 0 [ A |

que es transforma en
(b+d)zo — (a+c)yo = cd — ab

i substituint els valors de z¢ i yp i fent operacions resulta finalment
(ac—bd)[(a+c)®+ (b+d)*)] =0
aixi que les arees sén iguals si i només si ac = bd, que és precisament la condicié perque

ABCD sigui ciclic.

Problema 8. (nim. 5, IMO 1998, proposat per Ucraina.) Sigui I I'incentre del triangle
ABC. La circumferéncia inscrita és tangent a BC, CA i AB en K, L i M, respectiva-
ment. La parallela per B a MK talla LM i LK en R i S, respectivament. Demostreu
que RIS és un angle agut.

Solucié (de Mircea Becheanu, cap de la Delegacié de Romania). Observem en primer lloc
que la condici6 de ’enunciat es pot escriure com

RIS agut <= RI*>+IS* -~ RS> >0

Pel teorema del cosinus en el triangle RIS. Perd com que RS = RB + BS, la desigualtat
anterior equival a
IR?*+1S% - RB? - SB?-2RB-SB > 0.
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Com que BI és perpendicular a KM, resulta que BI és perpendicular a RS i d’aqui que
IR? - RB? = IB?, IS? - BS? = IB?,

per tant,
RIS agut <> IB®>> RB- SB.

Passem, ara, a demostrar la proposicié del problema utilitzant coordenades.

o

us}

n

C

i o i e

Considerem el cercle inscrit amb centre en 1'origen I(0,0), i radi 1, i un sistema de coor-
denades en el qual M(a,b) i K(a,—b) pertanyin al cercle. Llavors a® + b% = 1.
Les equacions de les tangents al cercle en M ien K sén, respectivament,

(1) za+yb=1,

(2) za — yb =

La interseccié de (1) amb OX déna el punt B(1/a,0). Sigui L(a;,b;) un punt arbitrari
del cercle, af + b2 =1.

L’equacié de la recta LM és

o TSl
gl L= 0
ax b]_ 1

fent z = 1/a es calcula 'ordenada de R

Yr = (@ : [i(b 7= b]_) + (aby — a1b)].

= al]
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Analogament, fent z = 1/a en 'equacié de LK es calcula 'ordenada de S

1 1
Ys = m [E(b - b]_) -+ (ﬂbl -+ ﬂzb)].
Per I’observaci6 inicial, hem de demostrar que IB? > RB - SB, és a dir, que
1
®) 4> lun-vs|

1 aix0 s’escriu com -
5> ﬁkl — aay)? — b%b}|
és a dir,
(a—a;)?® > b2|(1 —aa;)’ - (1-a?)(1- a§)|
(a—a1)®> bzil —2aa; +a%a —1+a%+a? - azaﬂ
(a—a1)? > b%(a - a;)?

que és tant com dir 1 > b?, que efectivament és certa.

Problema 9. (nim. 5, IMO 1999, proposat per Russia.) Dues circumferéncies v, i va,
estan contingudes en I'interior de la circumferéncia 7, i sén tangents a v en M i N,

respectivament. <y; passa pel centre de 2. La recta que passa pels dos punts d'interseccié
devy; i~ tallayen Ai B. MAi MB tallen 4; en C i D, respectivament. Demostreu

que CD és tangent a ;.

Solucié. Prenem com a origen de coordenades el punt M, eix d’abscisses MO;, i eix

d’ordenades la tangent a v en M.

: N
B
e NO2
S Y2 A
- ‘\~\ P
AL 1
M o
(5]
A
Al
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Les coordenades de O; sén (r1,0), i 'equacié de v; és (z—r1)%+y? = r?; les coordenades
de Oy sén, anomenant t = 0-5;53, (r1 + rycost,rysint), aixi que I’equacié de -y, sera
(z —ry —ricost)® + (y — risint)? = r3.

L’equaci6 de AB és la de I'eix radical de 7; i 42, que obtenim restant les equacions de les
dues circumferéencies

2zr cost + 2yry sint = 2r} — r2 + 2rZ cost.

L’homotécia de centre en M que transforma 7 en v, té raé r/ry; per tant, equacié de
CD, transformada de AB per aquesta homotécia, s’obtindra simplement multiplicant el
coeficient de z i el de y per la raé

2rzcost + 2rysint = 2r? — r2 4 2r? cost.

Ara bé, el teorema del cosinus en el triangle 00,0, permet escriure

0,0% 4+ 0,03 — 00}  2r% — 2rry + 2rry — 12
2001 : 0102 B 2(7’ = T;)Tl

i lavors la distancia de Oy a la recta CD es calcula en funcié dels radis

cost =

1
d(0,,CD) = §|(2rr1 — 2r§) cost + 2rry — 212 + r§| o % |2rra| =1y

d’on, efectivament, CD és tangent a ;.

Problema 10. (mim. 3, 36 OME, 2000.) Dues circumferéncies fixes y; i 72 es tallen en els
punts A i B. Una recta variable que passa per B talla novament la primera circumferéncia

en P, ila segona en Q,. Demostreu que les mediatrius dels segments P,.(), passen per
un punt fix. '

Solucié. Prendrem com a eix d’abscisses la recta que uneix els centres de les dues circum-
feréncies, i com a eix d’ordenades, la recta AB (que és leix radical de les dues). Llavors
les equacions de les circumferéncies i dels punts rellevants en el problema sén

A(“a 0), B(Ur _a)
M (z-pty’ =1}

T -0 +4P =1}
1 'equaci6 de la recta variable per B és y +a = mz.
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Les relacions entre a, p, ¢ i els radis sén
p*+a®=r}, q2+az=r§.

Les coordenades de P, i @, son

P (2(p+ma) 2mp + a(m? — 1)))

1+m? ’ 1+m2
0 (2(9+ma) 2mq+a(m2—1))
"N 14m? 1+m?

D’aqui s’obté 'equacié de la mediatriu de P.Q,

m(p+q) +a(m? — 1) 1 ( p+q+2ma)
— = - —
1+m?2 m 14+m?2

que es transforma, en fer operacions, en
(m?+1)(p+q) +am(m® +1) —m(1 + m?)y - (1 +m?)z =0,

és a dir, en !
(p+g—z)+m(a—y)=0

i aquest feix de rectes dependents del parametre m, passa pel punt d’interseccié de les
rectes £ = p+g¢, y = a i aquest punt M(p+q1 a) és fix, ja que p, g, a depenen dels radis
de les dues circumferéncies.

Problemes

(Per a resoldre amb geometria analitica.)

GAl. (nim. 5, IMO 1959, proposat per Romania.) S’escull un punt arbitrari M a
I'interior d’un segment AB. Els quadrats AMCD i MBEF es construeixen al mateix
costat de AB, sent AM i MB les bases respectives. Els cercles circumscrits a aquests
quadrats, de centres P i @, es tallen en M i en un altre punt N. Sigui N’ el punt
d’interseccié de les rectes AF i BC.

a) Proveu que N i N’ coincideixen.

b) Proveu que les rectes M N passen per un fix S, independent de I'eleccié de M.
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¢) Trobeu el lloc geometric dels punts mitjans dels segments PQ quan M varia entre
AiB.

GA2. (nim. 6, IMO 1961, proposat per Romania.) Es considera un pla = i tres punts
no alineats A, B, C' a un mateix costat de m; suposem que el pla determinat pels tres punts
no és parallel a 7. Al pla 7 es prenen tres punts arbitraris A’, B',C’. Siguin L, M, N els
punts mitjans dels segments AA’, BB' i CC'. Sigui G el baricentre del triangle LMN.
(No es consideren posicions de A’, B', C' tals que L, M i N no formin triangle). Quin

és el lloc geometric de G quan A’, B, C' varien independentment sobre 77

. GA3. (mim. 1, IMO 1997, proposat per Holanda.) Es construeixen, a I'interior del
quadrat ABCD, els triangles equilaters ABK, BCL, CDM i DAN. Demostreu que els
punts mitjans dels quatre segments KL, LM, MN, NK, i els punts mitjans dels vuit
segments AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN, sbn els vertexs d'un dodecagon
regular.

GA4. (nim. 2, IMO 1978, proposat pels Estats Units.) Sigui P un punt donat a
I'interior d’una esfera donada. Tres raigs mituament perpendiculars que surten de P
tallen l'esfera en els punts U, V i W; el punt Q és el vértex diagonalment oposat a P
en el parallelepipede determinat per PU, PV i PW. Trobeu el lloc geometric de @ per

totes les ternes de raigs miituament perpendiculars i d’origen P.

GAS5. (Olimpiada del Canada, 1994.) El triangle ABC és acutangle. Sigui AD l'altura
des de A, i H un punt qualsevol interior a AD. La recta BH talla el segment AC al
punt E ila recta CH talla el segment AB al punt F. Demostreu que EDH = HDF.

GA6. (Olimpiada Matematica Espanyola, 1995.) Al triangle ABC, rectangle a A, €ls
punts M i N sén els peus de les bisectrius interiors dels angles B i C, respectivament; i
D és el peu de l'altura des de A. Si O és el punt d’interseccié de AD i M N, demostreu
que AO =r, el radi del cercle inscrit a ABC.
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Alguns comentaris finals

1L.- El problema 2 havia estat proposat a la revista suissa Elemente der Mathematik, vol 2,
n 3, 1947, p 68, per E. Voellmy. Entre les cinc persones que el van resoldre en aquella época,
hi havia el vetera Cap de la Delegacié de Luxemburg a la IMO d’Australia. Realment,
era molt improbable que entre els membres del Jurat presents a Australia, n’hi hagués cap
que recordés un problema publicat 40 anys abans en una revista en llengua alemanya.

2.- Potser ens sorprengui que un problema sigui proposat per dos paisos, com el cas del
problema 3. En realitat, cada pais havia proposat només una meitat de la doble implicacié
de l'enunciat. El Comité de problemes de Hong Kong (on es va celebrar la IMO de 1994),
presidit per Andy Liu, va refondre els dos enunciats en un de sol.

3.- Del problema 6, original del britanic Chistopher Bradley, no se’n va conéixer cap
soluci6 analitica fins que I'equip de coordinadors d’aquest problema a Mar del Plata, que
comandava Angelo Barone Netto, del Brasil, la va fer coneixer als Caps de Delegacié. Es
va sospitar que algun concursant intentaria fer-lo d’aquesta forma, i van decidir d’arribar
fins al final, per tal de poder adjudicar punts a les solucions analitiques parcials.

4.- La solucié del problema 8 és similar a I'obtinguda durant la IMO 1998 a Taiwan per
Jaime Vinuesa del Rio, que aconsegui una medalla de bronze.

5.- El problema 9 admet solucions sintétiques molt boniques; si s’intenta trobar les coor-
denades dels quatre punts A, B, C i D, els calculs es compliquen en excés.

6.- El problema 10 va ser un dels que van marcar diferéncies a la fase nacional de 'Olimpiada
Matematica Espanyola de 2000, celebrada a Palma de Mallorca; altres sistemes de re-
ferencia elegits condueixen a situacions més complicades.

7.- En el problema GA5, proposat sense soluci6, si H és I'ortocentre s’obté un resultat
conegut (temo que per poca gent): les altures d’un triangle acutangle sén les bisectrius del
triangle ortic.
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